LISBON
SCHOOL OF
ECONOMICS &
MANAGEMENT
UNIVERSIDADE DE LISBOA

The correlation structure of security
returns

1.4. Modelo de Indice de Mercado (MIM)
1.5. Modelo Multi-Indice (MMI)

Maria Teresa Medeiros Garcia
ISEG, UL
MIF, 2017-2018



1.The Single-Index Model

A Idela do modelo e simplificar a
estrutura correlacional da teoria da

carteira de forma a reduzir a informacao
necessaria.

Sharpe, William F. (1963), A Simplified
Model for Portfolio Analysis, Management

Science, Vol. 9, No. 2 (Jan., 1963), pp.
277-293.
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Para deduzir a Fronteira Eficiente
precisamos de resolver o sistema:

 Taxa de rendimento esperada da carteira:

N |-




Informacéo necessaria a implementacéo da teoria da carteira

Para aplicar a teoria da carteira e
necessario obter estimativas das
seguintes variaveis:

* R, taxa de rendimento esperada de
cada activo incluido na carteira (N);

- ©i, a variancia da taxa de rendimento de
cada activo incluido na carteira (N);

* Pi, coeficientes de correlagao entre as
rentabilidades de cada par de activos
iIncluidos na carteira [N(N-1)/2].



Limitacoes

Em relacao as estimativas referentes ao rendimento esperado e a variancia
de cada activo, € de admitir que os analistas de activos financeiros sejam
capazes de produzw Ou possuir esses dados, dado que a sua funcao
consiste nisso mesmo.

Em relacao aos coeficientes de correlagcao entre as rentabilidades dos
varios activos incluidos na carteira ja nao € tao provavel que isso aconteca:

- verifica-se que a propria forma de organizacao das empresas que operam
nesta area, dificulta a producao de estimativas para os coeficientes de
correlacao, dado que, cada analista se dedica a um sector, o0 que
condiciona a determinacao da relacao entre o rendimento de dois activos
gue pertencam a sectores de actividade distintos.

« se é verdade que sao precisos N rendimentos esperados e outra tantas
variancias, no que diz respeito aos coeficientes de correlacao e necessario
calcular [N(N-1)/2] coeficientes de correlacéo.

« Para um numero razoavel de activos o calculo revela-se uma tarefa de
grande dimenséao. Por exemplo, com N=20 & necessario obter 190
coeficientes de correlacdao. Com N=30, serdo necessarios 435 coeficientes
e um total de (2x30 + 30x29/2) =495 estimativas de input.



Informacao necessaria a implementacao da teoria da carteira

Portanto, para tornar a teoria da carteira operacional &€ necessario, ou
pelo menos conveniente, reduzir o volume de informacgao
necessario, em particular no que diz respeito aos coeficientes de
correlacao.

Uma forma de proceder a reducao da informagao consiste em admitir
que um determinado modelo € capaz de descrever, ou prever, a
estrutura de correlacdes entre os varios activos.

O modelo de um indice € um modelo desenvolvido por forma a
produzir previsdes em relacéo aos coeficientes de correlacdao. Mais
concretamente, este modelo assume que as correlacbes entre os
rendimentos dos varios activos incluidos na carteira séo devidas a
um unico factor comum, ou, de outro forma, dependem de um
unico indice.



Modelo de um indice - o caso particular do
modelo indice de mercado

* Observando os precos dos activos, pode constatar-se que
guando o mercado atravessa um periodo de crescimento
(medido por um indice de mercado), entao a maioria dos
activos tende a ver 0s seus precos subirem, e quando o
mercado esta numa fase depressiva, a maioria dos activos
V€ 0S Seus precos descer.

« Esta observacao permite avancar com a seguinte ideia:
uma razao pela qual os rendimentos dos activos podem
estar correlacionados € a de que eles respondem de uma
forma semelhante as alteracdes do mercado, pelo que uma
boa medida para a correlacao entre activos pode ser obtida
através da relacao entre o rendimento de cada um dos
activos e o rendimento de um indice de mercado.



Modelo de um indice - o caso particular
do modelo indice de mercado

Esta ideia pode ser formalizada da seguinte forma

R =a +BiRy,
onde

RI - taxa de rendimento do activo I;

al - componente do rendimento do activo | que é independente
do desempenho do mercado, que constitui uma variavel
aleatoria;

RM - taxa de rendimento do mercado medido com base num
Indice de mercado;

dR,

R - constante que mede a alteracao esperada na

taxa de rendimento do activo | dada uma alteragao na taxa
de rendimento do mercado medido pelo indice de mercado.
9
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Modelo de um indice - o caso particular do
modelo indice de mercado

A equacao desagrega o rendimento de um activo
em duas componentes:

- a componente devida ao mercado B,R,,, onde f,
representa a medida da sensibilidade do
rendimento do activo i as variacdes no
rendimento do mercado;

- a componente do rendimento do activo |
Independente da evolucao do rendimento de
mercado,o parametro ai, que pode ser
decomposto em duas parcelas:

- o; 0 valor esperado de ai;
- e; variavel aleatoria correspondente a incerteza.

10



Graficamente (Single-index model):

R "



Modelo de um indice - o caso particular do
modelo indice de mercado

O modelo de indice de mercado R. =¢, + SR, +€ pressupde as seguintes hipoteses:
a) A variavel aleatoria ei apresenta um valor esperado nulo e
um desvio padrao G

b) ei ndo esta correlacionado com RM, formalmente: Cov(e,,R,)=0,, = El(e, ~O)(R, —R,)]=0

Esta hipdtese implica que o desempenho da equacao enquanto equagao que explica o
rendimento do activo i, € independente do nivel de rendimento que o mercado
produz. Esta nao é a hlpotese fundamental que caracteriza este modelo, dado que
depois de se estimarem os parametros oy, B; € Oe2com base numa regresséo, entéo
temos a garantia de que ei e RM nao estdo correlamonados

C) ei é independente de ej, formalmente: E(ei, €)) =0

Esta € uma hipotese caracteristica do modelo que o diferencia de todos os outros
modelos usados para descrever a estrutura da covariancia ou das correlacdes. A
implicacdo que se retira desta hipotese € que a Unica razéo pela qual os
rendimentos dos activos variam em conjunto, de forma sistematica, € a correlacao
comum dos activos com o mercado, isto €, ndo existem outros efeitos para além do
mercado que sejam responsaveis pelo movimento comum dos rendimentos entre
activos. Neste caso, o método de estimacao utilizado nada garante sobre a
independéncia entre ei e ej. 12



“Pressupostos basicos do modelo
indice de mercado - sintese
E(el) = 0 para todos os activos i1 =1, 2,...,.N.

Cov(e,,R,, ) =0, =E|(e. —0)(R,, —R,,)|=0Para
tod(()s 0S %lCtIVOSi—E( 2,...),(I\f”. Dl

E(e e)) = 0 ,para todos os pares de activos |, |
=1, 2 .,.N com i#.

Var(e) E(e. 2) = 52 para todos os activos i =1,

Var(R,,)=E(R,, -R, )’ =0}, 13



O rendimento esperado e a variancia de
um activo no modelo indice de mercado

Taxa de rendimento esperada

E(R) = +BR,,

Variancia
2  n2.__2 2
Gi o ﬁi GM T Gei
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A covariancia entre dois activos no
modelo indice de mercado

Covariancia

2
O = ﬁiﬁjGM
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Decomposicao do risco de um activo

Sendo
2 __2 2
o B i CTM T Gei
O risco é composto por dois elementos:

. . 2_2 . s - . .
- o primeiro,  PBio), , a parcela de risco que é inerente ao mercado, designado por risco de
mercado, risco sistematico ou nao diversificavel;

- 0 segundo elemento € um risco proprio do activo i, sendo exclusivamente inerente ao activo
em guestao, por isso mesmo é designado por risco especifico, ndo sistematico ou
diversificavel.

O risco total ndo é mais do que a soma do risco de mercado com o risco do proprio do activo.

O primeiro tipo de risco nao é diversificavel, dado que depende de
acontecimentos macro-economicos que afectam todo o mercado e,
portanto, todos os activos desse mercado.

O segundo tipo de risco depende de acontecimentos micro-econdmicos
que apenas afectam o activo i e que, portanto, pode ser diversificado, ou
seja, eliminado pela diversificagao no contexto de uma carteira de

activos. 16



Rendimento esperado e risco de uma carteira

de activos no modelo indice de mercado

Rendimento esperado

N N
ﬁp = inoci + ZXiBiﬁM
=1 =1

A . 2 2 __2 2 __2
Variancia o, =0y + ) X0,

com o, =D X0 B, = x,B,

17



A utilizacdo do modelo indice de mercado

Atendendo as equacdes anteriores € possivel estimar o
rendimento esperado e o risco de uma carteira no contexto
do modelo de indice de mercado. Para tal, € necessario
obter estimativas para 0s seguintes elementos:

- N estimativas para o; (Uma para cada activo);

- N estimativas para B (uma para cada activo);
- N estimativas para o., (uma para cada activo);
- uma estimativa para RM e outra para o-=z.

No total sdo necessarias 3N + 2 estimativas enquanto que
utilizando a teoria da carteira seriam necessarias 2N + N(N-
1)/2 estimativas. Por exemplo, para uma carteira composta
por 25 activos, no modelo de Markowitz sera necessaria
Informacao relativamente a 350 variaveis enquanto que no
contexto do modelo de indice de mercado apenas € preciso
ter informacéo sobre 77 variaveis. Para N=30, s&ao

necessarios (3x30+2)=92 dados de input. "



Uma medida do risco nao diversificavel
Dado

RIO =0, +[3pRM

Caso se considere a carteira de mercado, entao o rendimento
esperado dessa carteira sera Rwm. Tem-se entao que, para
gualquer valor deRr, , 0S Unicos valores para ap e p que

garantem a igualdader,=R,, sGooap =0e Bp =1.

Trata-se de uma ilacao obvia uma vez que o parametro beta,
estimado através do Método dos Minimos Quadrados, com
a mesma série para a variavel dependente e para a variavel
iIndependente, s6 pode ser a unidade.

Portanto, sendo o beta da carteira de mercado igual a 1, os
activos sao considerados mais ou menos arriscados
consoante o beta de cada activo € maior ou menor que a
unidade, em termos absolutos. Activos cujo beta seja maior
gue um sao designados ofensivos e activos cujo beta seja

menor que um sao designados defensivos. 1



Uma medida do risco nao diversificavel

Analisando o risco de uma carteira de N
activos,

N

2 Q2.2 2 2

Op = BDGM +in O,
i=1

vimos que este se divide o risco total em duas
componentes:

* a primeira componente diz respeito ao
risco de mercado, nao diversificavel ou
sistematico, e

* a segunda componente diz respeito ao
risco especifico, diversificavel ou n&o
sistematico. 20



Uma medida do risco nao diversificavel

Admitindo, por exemplo, gque o investidor
Investe proporcoes iguais em cada um
dos N activos, ou seja, Xx=(1/N), o risco da
carteira pode ser apresentado da seguinte

2 2__2 1 N 1 2
G, __BpGM_I_ﬁ_E ﬁGe

onde Z o, = ., representa o risco residual
medlo da carteira.

21



Uma medida do risco nao diversificavel

Entdo, com N suficientemente grande, o risco especifico
tende para zero, ou seja, para uma carteira de dimensao
significativa, ou mesmo moderada, pode considerar-se que
esta componente do risco é efectivamente nula. Por outro
lado, a outra componente do risco da carteira, B,owu,
mantém-se, pelo que o risco da carteira vem

Oy :(IBEGEA ); =[,0\ :GM_ZN:Xiﬁi

Como o, € uma constante para qualquer activo i, 0

coeficiente 3; pode ser entendido como uma medida para a
contribuicdo do activo i para o risco da carteira.

22



Uma medida do risco nao diversificavel

Aplicando este resultado ao risco de um activo tem-se que o

Nsco vem. 5

_ 2,2 2
Oj _BiGM_I_Gei

2 . -
Naturalmente que ©e, pode ser diversificado no contexto de
uma carteira, sendo designado por risco diversificavel, nao
sistematico ou especifico.

2 __2 ~ ;- cpr s
Por outro lado, a componente Biov nao é diversificavel sendo
assim designada por risco de mercado. Sendo <2, uma
constante para cada activo i, entao é possivel considerar f3;
como uma medida do risco n&o diversificavel, sistematico
ou de mercado, de cada activo I.

Por esta mesma razado, por vezes considera-se que B, é uma

medida do risco de um activo I qualquer. .



Estimacao dos betas

o Utilizando o método do minimos
gquadrados vem:
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2.Multi-Index Model

A idela continua a ser a de simplificar a da
teoria da carteira.

Para tal admite-se que a correlacao entre os
varios activos se deve a um conjunto de
factores economicos e estruturais (ou
efeito industria), para alem do rendimento
de mercado, isto €, a evolucao conjunta dos
rendimentos dos varios activos deve-se a
mais do que um factor ou indice.

Por outro lado, um unico factor pode nao
explicar as taxas de rendimentos dos activos.s
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O modelo geral
A equacao base é dada por

R.=a +b,l, +b,l,+...+b, 1 +cC.

onde
Rl — taxa de rendimento do activo I;

i - 0 nivel actual do factor/indice j, um factor que se
considera relevante para explicar o rendimento do
activo i e a correlacao entre os varios activos;

bj- medida da resposta ou sensibilidade do
rendimento do activo i a alteragcfes no indice |;

L - nUmero de indices ou factores explicativos. 27



Pressupostos

E(ci) = 0, para todos os activos i1 =1, 2,...,.N.

Cov(l,1,)=E|(1, —T)(1, —1)]|=0,

0s indices nao estao correlacionados entre
si, isto é, gue os indices sao ortogonais entre
s,comj|j=1,2,....,L;k=1,2, .., LeJd#k

Cov(c; 1) =5, =E (¢, —0)(I,~T;) =0

para todos os activos i1 =1, 2,...,.N

28



E(c;, ¢;) = 0, paratodos os pares de i,j = 1,
2,...,.N com i#.

Por outro lado, e por definicao, tem-se
também, a variancia residual do activo i

2 2
Ver (c;) =E(c)" =0,
para todos os activosi =1, 2,...,.N.

Variancia do indice j Var(1)=E(l,-1.} =c;
para|=1, 2, ..., L.

29



Rendimento esperado e risco de um
activo

« Rendimento esperado
E(R)=a +b,l +b L+.+b 1 .
« Variancia
Giz = E(R; _ﬁi)2

af—E[a (& +h,1, +b, 1, +..+b 1 +¢.)—(a +b,l, +b,1, +. +b,LI_L)]2

G = bllcs|1 + b|26|2+ erchsIL -I-GC

30



Covariancia entre dois activos

B 2 2 2
Oj = bilbjlcll T bizijGI2+"'+biLbjLGIL

31



Rendimento esperado e risco
de uma carteira de activos

« Taxa de rendimento esperada
E(R))=a,+b, 1, +b 1,+...+b, I,

e Variancia

2 _ e 2 2 2 2 2 2
6, = by o) +b;,0,+..+0; o) +op

N
oo, =2 X o,
com , = 2%

32



Utilizacao do modelo multi-indice

Com as equac0Oes apresentadas atras é possivel estimar o rendimento
esperado e risco de uma carteira no contexto do modelo multi-indice. Para tal
€ necessario obter estimativas para 0s seguintes elementos:

- N estimativas de ai (uma para cada activo);

- LxN estimativas dos Dix (uma para cada activo e para cada indice);
- N estimativas de Gii (uma para cada activo);

- L estimativas de I_j e de O'uzj (uma para cada indice).

S&o assim necessarias 2N + 2L + LN estimativas, enquanto que adoptando a
teoria da carteira seriam necessarias 2N + N(N-1)/2 estimativas.

Limitacao: Quais os factores e numero de
factores a incluir? Acaba por ser uma guestao
resolvida pela econometria.

33



Estudos empiricos

O modelos multi-indice podem ser divididos em trés categorias:

Modelos macroeconomicos: comparam a taxa de
rendimento do activo com fatores como o0 emprego, a taxa de
Inflacao e a taxa de juro.

Modelos fundamentais: comparam a taxa de rendimento
do activo com indicadores financeiros com ela relacionados (por
exemplo, resultados, dimensao, book-to-market, e rendimento
em excesso do mercado ).

Modelos estatisticos: sao utilizados para comparar as
taxas de rendimento dos diferentes activos baseados no
desempenho estatistico.
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Um exemplo

Fama, E., & French, K. (1993). Common risk
factors in the returns on stocks and bonds.
Journal of Financial Economics, 33(1), 3-56.

Market; Size; Book-to-Market equity

35



